Révisions & Oraux ; Série N°10

Exercice 1 Soient p > 2 et z1, ..., 2, € C* tels que |21 + - -+ + 2p| = |21] + - - - + |2,|. Montrer que pour tout k € [2,n], il existe
A € RY tel que 2z = Ag21.
Exercice 2 On fixe n € N*. Une urne contient n boules, numérotées de 1 a n. On répete 'expérience suivante jusqu’a ce que l'urne
soit vide. : a. on tire une boule de 'urne de numéro k. b. on retire de I'urne toutes les boules de numéros supérieurs (ou égaux) a k,
On note N,, la variable aléatoire donnant le nombre de tirages nécessaires pour vider 'urne.

1. Déterminer la loi de Nj.

2. Montrer que pourn > 2etk > 1, P(N, = k)= 2>"  P(N;_y =k —1).

3. On considére des variables Y7, ..., Y, indépendantes, ou Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre % On note Z,, = Z?Zl Y;.

—1 1
D P(Z = k) + “P(Zy=k—1).

a) Montrer que, pour k € [1,n], P(Z,=k) =
b) En déduire E(N,,) et V(IV,,).
4. Montrer que P(|N,, —Inn| > lnn) — 0.
Exercice 3 [MiNgs MP 2024] On pose D = ]0,1[* et 'on définit f sur D par : V(x,y) € D, f(z,y) = ﬁ + ﬁ + ﬁ
1. Montrer que f est de classe C*.
2. Déterminer les points critiques de f.
3. En étudiant la restriction de f a4 K = {(z,y) € D ; (=,y) € [0, %] etz +y > 2} déterminer les extrema globaux de f.
Exercice 4 [MiNes MP 2024] Soit (E) I'équation différentielle az?y” + bzy’ + cy = 0 sur R%..
1. Résoudre (E) en posant ¢t = In z. 2. Résoudre z2y" + 2y’ +y = sin(alnz).

Exercice 5 [ENS MP 2024] Soit f: R?> — R? un homéomorphisme (bijectif continue, de réciproque continue). Pour z € R% et 7 > 0,
Ly(a,r) =sup {[|f(x) = f(w)]l s y €R?, |l =yl <r} et Ly(a,r) =inf {||f(x) = fW)]; y €R? [l —y[ =7}

1. Montrer que Ly (z,r) = sup {||f(z)=f ()] s y € R?, o —y|| = r}.etls(z,7) = inf {||f(2) = (W)l ; y € R, [lo—y] =7}.
2. Pour z fixé, montrer que 7 — L¢(x,r) et 7 — ¢ (x, ) sont croissantes.

On dit que f est quasi-conforme s'il existe K¢ > 0 tel que : V(z,7) € R x R™*, L¢(x,r) < Kpls(z,7).
3. On suppose f quasi-conforme. Montrer qu’alors L¢(x,2r) < (14 Kf)L¢(z, 7).
4. Montrer que f est quasi-conforme si et seulement si f ~! est quasi-conforme.
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